Procesarea Semnalelor
Laboratorul 4.
Transformata Fourier - Partea 11

1 Reprezentarea timp-frecventa

Péna acum ati lucrat cu reprezentarea semnalelor in timp: ati afisat grafic
variatia valorilor acestora la diferite momente de timp. In prelucrarea semnalelor
este adesea mai utila analiza componentelor de frecventa prezente intr-un sem-
nal. Multe dintre semnalele reale contin mai multe componente de frecventa.
Ganditi-va, spre exemplu, la un semnal audio: o melodie. Auziti simultan mai
multe instrumente muzicale, cat si vocea interpretului. Fiecare instrument poate
emite sunete intr-un anumit interval de frecvente (ganditi-va la diferentele intre
sunetul unei tobe si al unei trompete). Prin urmare, in melodie existd toate
componentele de frecventa pe care le emit instrumentele pe masurd ce sunt
cantate.

O reprezentare graficd utila (nu doar pentru semnale audio!) este spec-
trograma, cum este cea din Figura 1. Spectrograma este o reprezentare timp-
frecventa: axa orizontala reprezinta axa timpului, iar cea verticala a frecventelor.
Intensitatea culorilor (sau nuanta de gri) a fiecirui punct de pe spectrograma
sugereaza puterea respectivei componente de frecventa la acel moment de timp.
Diferite sunete au ”pattern-uri” diferite timp-frecventa'.

Un alt motiv pentru care semnalele reale contin mai multe componente de
frecventa este faptul ca acestea sunt afectate de zgomot. In cursurile/labora-
toarele urmatoare veti afla mai multe detalii despre definitia, tipurile de zgomot
si sursele acestuia. Pentru moment, revedeti slideul din Cursul 4 unde o sinu-
soida este afectata de zgomot. Cum este, in acest caz, frecventa sinusoidei fata
de frecventa zgomotului?

In mod evident, o sinusoidi sintentic simpla va avea o singura componenta
de frecventa, anume frecventa fundamentala a acesteia. Un semnal obtinut din
suma a doua sau mai multe sinusoide de frecvente diferite va avea doua sau mai
multe componente de frecventa, fiecare corespunzand termenilor din suma.

1Forma‘gia Aphex Twin a speculat reprezentarea vizualda a spectrogramei
pentru a include un anumit timp de informatie Intr-una din melodiile sale
(https://mixmag.net /feature/spectrogram-art-music-aphex-twin).



Figure 1: Spectrograma unui semnal audio

2 Decibelul
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Puterea unui semnal este exprimata ca patratul magnitudinii P = Y","_, |z[n]|*.
Decibelul masoara puterea unui semnal in raport cu o putere de referinta, in
scara logaritmica

P
RdB =10 IOgIO FOdB (1)

Definirea puterii In termeni relativi la o referinta vine din istoria unitatii
de masura in domeniul telecomunicatiilor, unde este necesara transmiterea unui
semnal pe distante lungi fara pierderea calitatii acestuia. Similar puterii, alte
proprietati ale unui semnal pot fi exprimate in dB: amplitudinea, energia. Nivelul
de intensitate a sunetului se masoara de asemenea in dB, unde intensitatea de
referinta este limita perceptiei umane, Iy = 10~ 12W/m?.

O alta utilizare frecventd a unitatii de masura o reprezinta caracterizarea
unui semnal achizionat sau a unui canal de comunicatie din perspectiva prezentei
zgomotului. Raportul semnal-zgomot este definit ca raportul de putere

P,
SNR — semnal ) (2)

Pzgomot

Reprezentat in dB, raportul devine SNRqp = 10log;, SNR.

3 Teorema de esantionare Nyquist-Shannon

Semnale limitate in banda

Semnalele ale caror componente de frecventa sunt 0 sau, mai general, nesem-
nificative, in afara unui interval [—B(Hz), B(Hz)] se numesc semnale trece-
bandd (band-pass). Daci, in plus, frecventele sunt centrate in jurul lui OHz,
se numesc semnale trece-jos (low-pass). Limitarea la bandd implica existenta



unei frecvente maxime, B Hz intre componentele de frecventa ale semnalului. In
practica se face des presupunerea ca semnalele utilizate sunt limitate in banda:
fie pentru ca sunt intr-adevar asa, fie pentru ca anumite componente de frecventa
sunt irelevante pentru aplicatie, insa principalul motiv este acela ca doar pentru
astfel de semnale putem stabili o reguld dupa care acestea sa fie esantionate.

Frecventa Nyquist

Multe din semnalele reale sunt continue, in timp ce pentru a putea fi prelucrate
acestea trebuie sa fie discretizate. Teorema de esantionare Nyquist-Shannon
stabileste frecventa minima cu care un semnal trebuie esantionat astfel incat
informatia continutd in semnalul original (continuu) sd poatd fi reconstruita
intocmai.

Teorema se aplica pentru semnale limitate In banda si stabileste o relatie
intre frecventa minima de esantionare, fs si frecventa maxima continuta in
semnal, B, anume: pentru a nu avea pierderi de informatie, un semnal trebuie
esantionat cu fs > 2B. Reciproc, daca un semnal este esantionat cu fy oare-
care, nu se poate garanta reconstructia sa exacta decat pentru componentele de
frecventd f < fs/2.

Pentru a intelege de ce componentele de frecventa dintr-un semnal (in partic-
ular frecventa maxima) influenteaza frecventa cu care acestea trebuie esantionate,
observam fenomenul de aliere.

Fenomenul de aliere (aliasing)

Fie un semnal semnal sinusoidal discret
z[n] = acos(wn + ¢) = acos(2mfn + @), (3)
unde w reprezinta frecventa unghiulara a semnalului, iar ¢ faza acestuia.

Un astfel de semnal se deosebeste de unul continuu prin faptul ca frecventa
unui semnal sinusoidal discret nu este unic determinatd, deoarece cos(f) =
cos(f + 2mk). Aceastd proprietate duce la fenomenul numit aliere, care pune
probleme in reconstructia semnalelor pornind de la un set de esantioane.

Figura 2 ilustreaza aceasta situatie. Punctele galbene din al doilea rand
reprezinta esantioane obtinute prin esantionare la o frecventa mai mica decat
frecventa Nyquist a semnalului continuu original (albastru). Pornind de la
aceste esantioane, semnalele reprezentate cu rosu si verde reprezinta candidati
valizi pentru reconstructia semnalului initial. Asadar, avand la dispozitie doar
aceste esantioane (punctele galbene), nu putem sti care a fost semnalul in baza
caruia au fost obtinute.

In practica, pentru a contracara efectul de aliere, semnalele sunt de obicei
filtrate Inainte de a fi esantionate, pentru a elimina frecventele mai mari decét
frecventa Nyquist. Prin urmare un filtru anti-aliere va fi un filtru trece-jos cu
frecventa de taiere egala cu frecventa Nyquist.
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Figure 2: Fenomenul de aliere

Exercitii

. La laboratorul precedent ati implementat voi Transformata Fourier Dis-
creta. Comparati timpul de executie al implementarii voastre cu numpy. fft.
Desenati un grafic cu timpii de executie pentru dimensiunile vectorilor
N € {128,256,512,1024,2048,4096,8192}. Folositi biblioteca time pen-
tru a calcula timpul de rulare iar la plot pentru axa Oy afisati ambii timpi
pe scara logaritmica.

. Construiti un semnal sinusoidal de frecventa aleasa de voi, de amplitu-
dine unitara si fazd nuld. Demonstrati (grafic) ca esantionarea lui cu o
frecventa sub-Nyquist (aleasd, de asemenea, de voi) genereazd fenomenul
de aliere. Pentru aceasta creati alte douad semnale, de frecvente diferite,
care esantionate cu frecventa aleasi mai sus produc aceleasi esantioane ca
semnalul initial. Obtineti, astfel, o figura similara Figurii 2.

. Demonstrati (grafic) cd alegdnd o frecventd de esantionare mai mare decét
frecventa Nyquist, nu mai obtineti fenomenul de aliere pentru semnalul
ales la exercitiul precedent. La fel ca mai sus, indicati esantioanele si
pentru celelalte doua semnale construite.

. Frecventele emise de un contrabas se incadreaza intre 40Hz si 200Hz. Care
este frecventa minima cu care trebuie esantionat semnalul trece-banda
provenit din inregistrarea instrumentului, astfel incat semnalul discretizat
sa contina toate componentele de frecventa pe care instrumentul le poate
produce?



5. inregistrati—vé in timp ce spuneti, pe rand, vocalele “a, e, i, o, u” si
deschideti fisierul in Audacity pentru a putea vedea spectrograma (sau
folositi o aplicatie de telefon care va poate afisa spectrograma in timp
real). Puteti distinge diferitele vocale pe baza ei?

6. Pentru vocalele inregistrate anterior desenati voi spectrograma:

(a) cititi un semnal audio dintr-un fisier (un vector de dimensiune N);

(b) grupati cate 1% din valorile semnalului impreuna astfel incat si fie
si o suprapunere de 50% intre groupuri;

(c) pentru fiecare grup creat astfel calculati FFT;

(d) puneti intr-o matrice pe céte o coloana fiecare FFT calculat (cu val-
oare absolutd);

(e) afisati matricea Intr-o figurd (similar cu Figura 1).

7. Puterea unui semnal este Psemnal = 90dB. Se cunoaste raportul semnal-
zgomot, SNRgp = 80dB. Care este puterea zgomotului?

Pentru toate exercitiile salvati toate graficele afisate in format png si pdf.

Surse imagini

Figura 1: https://en.wikipedia.org/wiki/Spectrogram#/media/File:Spectrogram-19thC.png
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